
Anhang B

BerechnungdesRadarreflektivitätsfaktors

Um idealisierteRadarbilderausModelldatenableitenzu können,benötigtmanein detailliertesWissen,
wie diespektraleVerteilungdereinzelnenHydrometeorezuGrößenwie desRadarreflektivitätsfaktors

�
,

derNiederschlagsrate� oderdemHydrometeorgehalt ��� beiträgt.Die Kenntnisist notwendig,um die
Wolken-alsauchdieNiederschlagsprozessezwischenWolkenbasisundErdbodenkonsistentbeschreiben
zu können.Aus diesemGrund wird hier auf die zugrundeliegendeWolkenmikrophysikeingegangen,
soweit siedieBerechnungdergesuchtenGrößenbetrifft.

B.1 Wolkenmikrophysik

B.1.1 Hydrometeorspektren

Für sämtlichemikrophysikalischenBerechnungenin diesemAbschnittwird angenommen,daßdie Teil-
chengrößenverteilungeiner� –FunktiondesdimensionslosenHydrometeordurchmessers���	��
 , desForm-
parameters� undderTeilchenlast
 
 in m ��� (bzw. in konventionellenEinheitenmm��� m ��� ) folgt:��� ������
�
 � ���
 �"! ���$# �$%�&'%)( * � �,+.-/� 0 (B.1)

Die Anwendungder � –FunktionhateinelangeTraditionin derWolkenmikrophysik(Clark,1974;Dor-
warth,1979;Ulbrich, 1983,1994;Pruppacherund Klett, 1997),dennnebender Ähnlichkeit zwischen
der � –FunktionundbeobachtetenHydrometeorspektrenhaben� –Funktioneneinigeattraktive mathema-
tischeEigenschaften,diesiefür wolkenmikrophysikalische Berechnungenbesondersgeeigneterscheinen
lassen(vgl. AnhangC).

Daherwird dieseForm desSpektrumsfür alle Hydrometeorartenangewandt1. DasSpektrumerreicht
seinMaximumim Punkt �214365 , � 143657� ��� �2143658� ,�2143659�:��
 � ��;.<=� * � 143657� ��� �214365>���?
@
 � �A;.<=� ! ��� # ��B ! ���DC 0

1Die bekannteexponentielleGrößenverteilungnachMarshallundPalmer(1948)für RegentropfenE/FHGJI"K�L�M ( FONHP8QSR6T U GWV>FXL�I ( POYF K
ist derSpezialfall mit Z L\[ für Gl. (B.1). Alle Resultate,die in diesemAbschnittfür Regentropfengewonnenwerden,können
im Prinzipauchfür Marshall–PalmerVerteilungenausgedrücktwerden.
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B BerechnungdesRadarreflektivitätsfaktors

TabelleB.1: VerwendeteCharakteristikader Hydrometeorklassen.Hier wurden � 
 und � alsEingabe-
größenverwendet.
@
 wurdefür �]�>^ und ���	_ nachGl. B.18berechnet.

�]� 
@

mm��� m ��� ��


mm
� � 14365
�
 �214365��
 `�ba��
 c���
 `�bd��
 `�be��
 cf��
���	_ gO0h-bij<k-8l <k- ��� m 0h- <>0ngoip<k- 
 gO0h- gO0nqsr m 0h- m 0nt8g qO0nqsr ru0h-��� ^ v 0h-bip<k- � 
 <k- ��w gO0h- xO0 m ip<k- ��� y 0h- y 0nqsr gO0h- gO0ntz< xO0nqsr qO0h-���	{ v 0h-bij<k-8� <k- 
 y 0h- gO0|rbip<k-O��� <>0h- <>0nq v y 0h- y 0 v8v m 0nqsr xO0h-���	{ v 0h-bij<k-8� <k- 
 <>0h- <>0h-}ip<k- 
 -z0h- -z0nq8t <>0h- <>0 v y gO0nqsr m 0h-

Tab. B.1 zeigtdieseundandererelevanteParameterderVerteilungenfür unterschiedlicheHydrometeor-
klassen.Im Gegensatzzur allgemeingeübtenPraxiswird kein exponentiellesSpektrumfür die Regen-
tropfenangenommen.NachdenErgebnissenvon Ulbrich (1994),in denenfür Regen �j�~<>0|rO<���<>0nt8t
gefundenwurdeanstatt����< , wird hier ��� y für diesenFall gewählt. Bei Wolkentropfenwird der
oft benutzteWert ����g undfür Wolkeneiskristallesogarein nochbreiteresSpektrummit �j� m ange-
setzt.ZumVergleichstelltTab. B.1auchdieentsprechendenWerteeinesexponentiellenMarshall–Palmer
Regentropfenspektrumsdar.

B.1.2 Momente

Die Momente��� von � –terOrdnungderTeilchengrößenverteilung (B.1) sindgegebendurch

� � ��
@
p�� 

� ���
 � ! ��� � � # �$%�&'%)(�� ����
�
���
 �]�)� � � �b����� 0

Da die Parameter
 
 , � 
 und � der Verteilung ��� ��� mithilfe der Momenteeliminiert werdensollen,
werdendiewichtigstenvon ihnenhiermittelsderBeziehungenim AnhangC berechnetunddargestellt.

DasnullteMoment,dieTeilchenzahl
 ist gegebendurch


���� 
 ��
�
 �� 

� ���
 � ! ���$# �$%�&'%)( � �~�?
@
���
�� � ��� 0 (B.2)

DasersteMoment � � , dividiert durch � 
 liefert denanzahlgewichtetenmittlerenDurchmesserc� :

c�~� � �� 
 � 
�

 �� 

� ���
 � ! ��� � # �$%�&'%X( � �~������
 0 (B.3)

Bis auf einenFaktor, derdie Hydrometeordichte�u� enthält,ergibt dasdritte MomentdenHydrometeor-
gehaltproVolumeneinheit:

�]�9��� q �u�8� � �~� q �u�8
 
p�� 

� ���
 �"! ��� � � # �$%�&'%X( � ���~� q �O�>
 
 � 
 � � � �o��gs� 0 (B.4)
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B.1 Wolkenmikrophysik

DasvierteMoment ��� , dividiert durch ��� definiertdenmassengewichtetenmittlerenDurchmessercf ,
dervomdurchGl. (B.3) gegebenenc� abweicht:

cf � ���� � � 
�
� � �� 

� ���
 ��! ��� � � # �$%�&'%)( � ��� � ����gs�6��
7� c����g>��
 0 (B.5)

Man beachte,daßein weiterermittlererDurchmesserabgeleitetwerdenkann,wennmandenHydrome-
teorgehaltdurchdieGesamtzahlallerHydrometeoreteilt:� �� 
 � q����� �u�>
 � � ��� y � � �o�?<=��� ��
 � � `� �d 0 (B.6)

Schließlichliefert dassechsteMomentbei Gültigkeit der Rayleigh–Näherungfür sphärischeTeilchen
denRadarreflektivitätsfaktor

�
, derumgangssprachlichauchnuralsRadarreflektivität bezeichnetwird:

� ��� l ��
 
p�� 

� ���
 � ! ��� � l # �$%�&'%X( � ����
 
 � 
¢¡ � � �o��qs� 0 (B.7)

In dieserFormhat
�

dieDimensionenm� , dieTransformationin konventionelleEinheitenlautet�
in mml m ��� � <>0h-bip<k- ��£ � in m� 0

B.1.3 Mediandurchmesser

Im Gegensatzzu denbeidenobendefiniertencharakteristischenDurchmessernsind die Mediandurch-
messerbezüglichderAnzahl( `�ba ) oderdesVolumens( `�be ) möglicherweisedie robustestenspektralen
Größenskalen.Leiderkönnenfür die � –FunktionausGl. (B.1) dieseGrößennicht analytischbestimmt
werden,esseidennfür sehreinfacheFälle.

Die DefinitionderMediandurchmesserverlangtnämlich¤%�¥�

 ��� ��� � ��� 
 y * � q �u�

¤%�¦�

 ��� ���O� ��� ��� ���y 0 (B.8)

Für �§�¨< , d. h. eineExponentialverteilung,ist derAnzahlmedian `�ba?�ª©J« y ��
 , währendmanfür den
Volumenmedianmit Gl. (C.2) `�be���gO0nqsr���
 nurnochnumerischfindet.FürandereWertevon � müssen

`�ba und `�be ebenfalls numerischberechnetwerdenmithilfe von

�¬­>® 
 � ;¯<=� ­��°W�±� �j��� `� ­ � !a � � � ���y (B.9)

`�ba � ���³² y 0nqsr´�j��;�g *
�¬­>® 
 � ;¯<=� ­��°W�±� ���b��gs� `� ­ � ! ���e � � � ����gs�y (B.10)

`� e � ����� `� a � �b��gs�³² y 0nqsr´�j�
unterVerwendungvonGl. (C.3).FürdiedreiHydrometeorklassenfindetmandieseWertein Tab. B.1.
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B BerechnungdesRadarreflektivitätsfaktors

B.1.4 Fallgeschwindigkeiten

Vorausgesetzt,analytischeAusdrücke für die asymptotischeFallgeschwindigkeit µ	¶ 
 � ��� einerbestimm-
tenHydrometeorartalsFunktiondes(äquivalenten)Durchmessers� liegenvor, dannkanndie massen-
gewichteteFallgeschwindigkeit unterVerwendungdesdrittenMoments��� ausGl. (B.4) undeinerhö-
henabhängigenGeschwindigkeitskorrektur berechnetwerden.Dieseberücksichtigtentwederdie Dichte
(FooteundduToit, 1969)oderdenLuftdruck (StarrundCox,1985)

µ	¶)��µ	¶ 
 � �u
'
�?� 
¸· � * µ>¶)�:µ>¶ 
 � m - kPa¹ � �D&º�
undführt auf µ>¶ � ���s�4� 
@
� � �� 


� �� 
 � ! ��� � � µ>¶ � ��� # �$%�&'% ( � � 0 (B.11)

Die schwierigeAufgabe,ein universellesFallgesetzµ>¶ � ��� für Wassertropfenaller Größenzu gewinnen
wird von Rogerset al. (1993)angegangen.Für Eiskristallewird diesesThemabei StarrundCox (1985)
undin ganzallgemeinemZusammenhangvon PruppacherundKlett (1997)behandelt.

Die MassenflußdichteoderNiederschlagsratederHydrometeore� kannin einerruhendenAtmosphäre
ebenfalls auseinerBeziehungfür µ ¶ � ��� und ��� bestimmtwerden:

��� � q �u�>
�
p�� 

� ���
 � ! ��� � � µ>¶ � ��� # �$%�&'%X( � ����µ	¶ � �]�/���]� 0 (B.12)

Während� in kgm ��w s��� gegebenist, lautetdieTransformationin konventionelleEinheiten� in mmh��� � gO0nq�ip<k- l�u� � in kgm ��w s��� 0
B.2 Radarreflektivitätsfaktor en

Da die Berechnungder Radarreflektivität
�

sehrstarkvon der Genauigkeit der involviertenCharakte-
ristika desWolkenmodellsabhängt,ist eswichtig, eineFormel für

�
abzuleiten,die soviele prognosti-

scheVariablendesModellsund sowenigspektraleParameterderHydrometeorverteilungen enthältwie
möglich.Für ein Schemader Wolkenmikrophysikvom Kessler–Typ (Kessler,1969) ist der Hydrome-
teorgehalt ��� die Hauptvariable,die zur Parametrisierungherangezogenwerdensollte.Zusätzlich,und
abhängigdavon,obdaszugrundeliegendeSpektrumzweioderdrei freieParameterenthält,müssendann
nocheineoderzwei weitereGrößenspezifiziertwerden.DasZiel der folgendenÜberlegungist esda-
her, die Zahl dernotwendigenSpektralparameterzu minimierenunddie verbleibendendurchgeeignete
KombinationenderMomentezuersetzen.

B.2.1 Die Ansätzevon Smith und Kessler

Durch Eliminierungvon � ausden
�

–� und ��� –� BeziehungennachMarshallund Palmer (1948)
kamenSmithetal. (1975)auf folgendes

�
–��� Potenzgesetz:� {

mml m ��� � y 0 m ij<k- � � �]�	{
gm ��� � � · £'w 0 (B.13)
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B.2 Radarreflektivitätsfaktoren

DieseFunktionwurdebis jetzt zur Standardformfür die Berechnungder Reflektivität ausdemRegen-
wassergehalt,auchin derAnalysesoftwarederDopplerRadarsamInstitut für MeteorologieundKlima-
forschung.Aber wie schonSmith et al. (1975)anmerken, ist die Gl. (B.13) demKessler’schenAnsatz
unterlegen.Dieserintegriert nämlichdasMarshall–PalmerSpektrumundberechnet

� { indemderspek-
traleParameter» { (oder ��
 ���{ ) durchdenRegenwassergehalt ��� { ersetztwird. Dasführt auf� { �ªr y - � <� �u¼ � ¡ &6� 
 
 ���½&6�{ � ���>{¢� ¡ &6� 0 (B.14)

Nicht nurderExponentvon r8� m ist verschiedenvonden <>0 v y in Gl. (B.13),sondernjetztvariiert
�

auch
mit demspektralenParameter
@
 . DerkleinereExponentführt hieraberzugeringerenReflektivitätswer-
tenbeigroßenHydrometeorgehalten�]� .
Mit demtypischenMarshall–PalmerWertvon 
�
 { � v 0h-oi\<k- l m ��� kommtdann� {

mml m ��� � y 0h-sxbip<k- � � ��� {
gm ��� � ¡ &6� 0 (B.15)

Die beidenGln. (B.13)und(B.15)sindin Abb. B.1 vergleichenddargestellt.Die durchschnittlicheDif-
ferenzzwischenbeidenim Intervall ¾¿<k-O��� gm ���§À���� { ÀÁ<k-8� gm ���ÃÂ ist sehrklein und variiert nur
sehrschwachmit ��� { bisauf � y 0J< dB. Allerdingsist derpositiveAspektderGl. (B.15)nachSmithetal.
(1975)dieNichtüberschätzungderReflektivität beihohenRegenwassergehaltenim Gegensatzzur Form
derGl. (B.13).

B.2.2 Der verallgemeinerteSpektralansatz

; y -
-
y -
m -
q>-
v -
<k-8-

<k- � l <k- ��Ä <k- ��� <k- ��� <k- ��w <k- ��� <k- 


Å/Æ indB

Å

��� { in kgm ���
Smithetal. (1975)

Kessler(1969)

Abbildung B.1: Zwei Beziehungenzur BerechnungdesRadarreflektivitäts-
faktorsfür Regenmit einemMarshall–PalmerSpektrum( ����< ). Die dünne
Linie wurdeausGl. (B.13)berechnet,diedicke Linie resultiertausGl. (B.15).

DerKessler’scheAnsatz
wurdefür die vorliegen-
de Arbeit auf das all-
gemeineSpektrum der
Gl. (B.1)angewandt.Das
führt entwederzu Aus-
drücken wie denobigen
mit

�ÈÇ � �]�8� ¡ &6� oder
auf neuartigeBeziehun-
gen,die linearvom Hy-
drometeorgehalt abhän-
gen, je nachdemob ��

oder 
@
 eliminiert wer-
den.

Eliminierung von É,Ê
Eine Umstellung von
Gl. (B.4) bestimmtden
Parameter��
 zu � 
 � � q��]�� �u�8
�
�� � �o��gs� (B.16)
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B BerechnungdesRadarreflektivitätsfaktors

undkannin Gl. (B.7) eingesetztwerden,umdenReflektivitätsfaktor
�

zuberechnen:� �ÌË q� �u��� � ����gs�ÎÍ ¡ &6� � � �b��qs�O
 
 ���½&6� � ���s� ¡ &6� 0 (B.17)

FüreineexponentielleGrößenverteilungreduziertsichdiesaufKesslersGl. (B.14).

; y -
-
y -
m -
q>-
v -
<k-8-

<k-O� l <k-O��Ä <k-O��� <k-O��� <k-O��w <k-O��� <k- 


Å/Æ indB

Å

��� { in kgm ���
��
 eliminiert
�
 eliminiert

AbbildungB.2: Wie Abb. B.1,aberfür � –Spektrenmit �Ï� y . Die dickeLinie
entsprichtGl. (B.17),die dünneLinie folgt Gl. (B.19)unterVerwendungvon

`� d ��< mmanstattderalternativenDurchmesserskalenc� oder cf .

Im allgemeinenFall sind
@
 und � jedoch un-
bekannt und mit ho-
her Wahrscheinlichkeit
auch nicht sehr leicht
abzuschätzen.Darüber-
hinaus macht das Vor-
handenseinder � –Funk-
tion in Gl. (B.17) deren
Berechnung für nicht
ganzzahligeWerte von� rechtmühevoll. Es ist
daherwünschenswert,ei-
neFormulierungder

�
–��� Beziehungzu errei-

chen, in der nur sol-
cheParameterbeibehal-
ten werden,für die re-
lativ gesicherteAnnah-
men gemacht werden
könnenund die prinzi-
piell nicht zu stark in

Raumund Zeit variieren.Eine solcheRelationhättedie solidestephysikalischeBasisfür die Berech-
nungdesRadarreflektivitätsfaktors ausdemHydrometeorgehalt.

Eliminierung von Ð Ê
Die obengenanntenAnforderungenkönnenerfüllt werden,falls 
 
 mit


@
´��Ñ � �O�q�Ò �D&º� ¾ � �b� y � � �o��<=���$ÂJ�S&º�� � ����gs� 
 �S&º� � ���s� ���D&º� (B.18)

ausderBerechnungsvorschrift für
�

eliminiertwird.

Führtmandie Gesamtzahl
 ausGl. (B.2), denmittlerenDurchmesserc� ausGl. (B.3) unddenHydro-
meteorgehaltein,dannfindetmanmit Gl. (B.16)� � q� �O�

� �o��xs� � �o� m � � �}��gs�� �o� y � � �o��<=��� `� �d ��� � q� �u�
� �o��xs� � �o� m � � �}��gs�� � c� � ��� (B.19)

� q� �u�
� �o��xs� � �o� m �� �o��gs� w cf � ��� (B.20)

� q� �u� � �o��xs� � �o� m � � �}��gs�6� 
 � ��� 0 (B.21)
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Manbeachte,daßdurchdieSubstitutionvon entweder

`� �d� �o� y � � �b�?<=��� �:��
 � * � c� �b� � ����
 � oder

� cf�o��g�� � ����
 �
dieGln. (B.19–B.21)in dieFormvonGl. (B.17)zurückgeführtwerdenkönnen.

Damit liegen lineareFunktionen
� � ���s� vor, die nur noch AnnahmenbezüglichdesspektralenPara-

meters� und einesder vorgestelltenDurchmesserbeinhalten.Verglichenmit c� erscheintder mittlere
Durchmessercf robustergegenübermikrophysikalischenProzessenunterdenHydrometeortypenzusein
undist außerdemleichterfür exemplarischeFälleabzuschätzen.WeiterhinenthaltendieGln. (B.19–B.21)
keine � –Funktionenmehr, sondernlediglicheinfachePolynomevon � . Die Abb. B.2zeigtdiebeidenun-
terschiedlichenBeziehungen(B.17)mit derdickenund(B.19)mithilfe derdünnenLinie für ��
´��< mm
und ��� y aufundoffenbartsehrgroßequantitative Differenzenzwischenbeiden.
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AbbildungB.3:ZweiFormenexponentiellerAnzahlspektren��� ��� nach
MarshallundPalmer(1948).Im Fall a) gilt 
�
¯� const., im Fall b) ist��
´� const..

Wie sinddiesesounterschied-
lichenBeziehungen(B.17)und
(B.19) zu erklären,die ja kei-
neswegs austauschbareErgeb-
nisseliefern? Offenbar liegen
den beiden Varianten gänz-
lich anderespektraleGrößen-
verteilungen zugrunde. Dies
verdeutlicht exemplarischdie
Abb. B.3,in derdiebeidenFäl-
le vereinfachendfür exponen-
tielle Marshall–Palmer Spek-
tren dargestellt sind. Im Teil-
bild a) wird 
@
 konstantge-
halten, während ��
 variiert.
DiesentsprichtdenVorausset-
zungenvon Gl. (B.17). Teil-
bild b) dagegen hält ��
 kon-
stantund läßt 
�
 freienSpiel-
raum,wasGl. (B.19) und den
�
 –Sprüngenaus der Arbeit
von Waldvogel (1974) ent-
spricht. Es wird klar, daß bei
einer Zunahmevon ��
 in a)
vorwiegenddie Zahl größererHydrometeoreerhöhtwird und deshalb

�ÓÇ � l starkansteigenmuß.
In b) nehmenvon Spektrum1 bis 3 mit 
@
 alle Teilchengrößenum einenfestenFaktorzu, gleichzeitig
sindschonbei kleinen 
�
 –WertennennenswerteMengengrößerPartikeln vorhanden,sodaßin diesem
Fall

�
schonbei kleinemHydrometeorgehaltrelativ großist, dafüraberschwächer(nämlichnur linear)

mit ��� anwächst.DerVollständigkeit halberseierwähnt,daßsichbeiAnnahmeeinesPotenzgesetzesfürµ ¶ ��ÔO�}Õ dannauchfür die
�

–� Beziehungein linearesGesetzergibt:�ÖÇ � 0
Weil Spektren,die sichwie in Abb. B.3 b) verhalten,in ersterLinie beimWechselvon stratiformemzu
konvektivemNiederschlagbeobachtetwerden(Waldvogel,1974)undsomitrelativ seltensind,beschrän-
ken sich die meistenArbeitenbei der Reflektivitätsberechnung auf Gl. (B.17). Dasgleichegilt für die
vorliegendeDissertation,diesichausschließlichkonvektivenWolkenwidmet.
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